




Целью работы является численное решение каждого уравнения в 
трехмерной стационарной задаче Навье-Стокса с использованием метода 
конечных элементов. 
В работе описано построение системы уравнений метода конечных 
элементов для уравнений движений и уравнения энергии, протестированы 
алгоритмы решения каждого из них. 
Работа выполнялась по Проекту Российского научного фонда № 14-11-
00147 «Численное моделирование процессов взаимодействия астероидно-
кометных тел с атмосферой Земли». 
Магистерская диссертация по теме «Схема метода конечных элементов 
для трехмерной стационарной системы Навье-Стокса вязкого газа» содержит 27 
страниц текста, 5 использованных источников. 





The purpose is the numerical solution of each equation of the three-dimensional 
stationary Navier-Stokes problem using the finite element method. 
In the thesis, the construction of a system of equations of the finite element 
method is described for the motion equations and the energy equation. Numerical 
algorithms for each equation were tested. 
The studies were performed in the framework of Russian Science Foundation 
Project №14-11-00147 «Numerical modeling of the interaction between asteroid-
comet bodies with the Earth’s atmosphere» 
The master thesis «A scheme of the finite element method for the three-
dimensional stationary Navier-Stokes system for a viscous gas» contains 27 pages 
and 5 references. 
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Основной целью работы является численное решение каждого уравнения 
в трехмерной стационарной задаче Навье-Стокса с использованием метода 
конечных элементов. 
Данная цель достигается путем решения следующих задач: 
1. Вывод обобщенной формулировки для уравнений движения и 
уравнения энергии. При этом в каждом случае мы полагаем три из четырех 
неизвестных функций (трех компонент вектора скорости и внутренней энергии) 
известными с предыдущей итерации. 
2. Дискретизация уравнений движения и энергии с использованием 
кусочно-трилинейных базисных функций. 
3. Решение каждой из полученных систем линейных алгебраических 
уравнений методом простой итерации. Кроме того, при решении системы 
уравнений, полученной в результате дискретизации уравнения энергии, 
дополнительно выполняются внешние итерации по нелинейности. 
Для построения дискретных аналогов уравнений использовался метод 
конечных элементов с кусочно-трилинейными базисными функциями на 
прямоугольниках. Для приближенного вычисления интегралов при 
формировании матрицы и вектора правой части системы уравнений метода 
конечных элементов применялся трехмерный аналог квадратурной формулы 
трапеций. Для линеаризации квадратичных слагаемых при построении 
дискретного аналога уравнения энергии использовался метод Ньютона-
Рафсона. 
Данная работа является обобщением на трехмерный случай подхода, 
представленного в работе [5] для двумерных уравнений Навье-Стокса для 
вязкого теплопроводного газа. 
Представленная работа состоит из двух частей. В первой главе 
формулируется постановка задачи и излагается построение системы уравнений 
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метода конечных элементов для уравнений движений и уравнения энергии. Во 




1. Постановка задачи 
 
Пусть   – ограниченная (расчетная) область в 3R  с границей .  
Рассмотрим задачу о стационарном течении вязкого теплопроводного газа в 
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Мы используем следующие обозначения: ,  ,  u v w – проекции вектора 
скорости на оси ,  x y  и z  соответственно;  1P e    – давление; 
  
2
21 M e     – динамический коэффициент вязкости; e  — внутренняя 
энергия, ,  ,  ,  u v w eF F F F  — правые части для каждого уравнения соответственно. 
Компоненты тензора напряжений ,  ,  ,  ,  ,xx xy xz yz zz      проекции теплового 
потока ,  ,  x y zq q q  и диссипативная функция   задаются следующим образом: 
,  ,  ,
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 (7) 
где Re  — число Рейнольдса; Pr  — число Прандтля; M  – число Маха;   — 
газодинамическая постоянная. 
Для завершения постановки задачи зададим краевые условия. Для 
уравнений движения краевые условия имеют вид 
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  (8) 
Здесь  , ,extP x y z  — заданное внешнее давление на границе расчетной 
области,  1 2 3, ,n n n n – единичный вектор внешней нормали. Для уравнения 
энергии (4) на границе   будет выполняться условие Дирихле: 
   0, , , , ,e x y z e x y z  при  , , ,x y z   (9) 
где 
0e  — заданная функция. 
 
1.2 Основные сведения из численных методов 
 
Мы используем метод конечных элементов для построения дискретных 
аналогов уравнений (1)-(4). Приближенное решение будем искать в виде 
линейной комбинации специальных базисных функций, которые будут 
приведены ниже. Вначале построим на области   триангуляцию 
h , 
представляющую собой кубическую сетку с шагом 1 .h N  Для этого 
проведем плоскости , ;  1,  2,  3;  0, , .k ix ik k i N    
Обозначим через h  множество всех узлов триангуляции h . Введем 
также обозначение .h h   . 
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Для каждого узла  , ,i j kx y z  введем базисную функцию , , ,i j k  
удовлетворящую следующим условиям: она равна 1 в узле  , ,i j kx y z , равна 
нулю во всех остальных узлах и трилинейна на каждой элементарной ячейке. 
Таким образом, на каждой элементарной ячейке    1 1 1, , ,i i j j k kx x y y z z       
(Рис. 1) отличны от нуля 8 базисных функций, соответствующих вершинам 
этой ячейки. На этой ячейке они имеют вид 
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Рисунок 1 – Элементарная ячейка триангуляции 
h . 
 
Линейную оболочку базисных функций обозначим через h . Обычно  
   , ,  , ,h i j k i j k hspan x y z      (10) 
или 
   , ,  , , .h i j k i j k hspan x y z      (11) 
 
Выбор множества узлов в (10) и (11) зависит от вида краевых условий. 
Приближенное решение будем искать в виде 
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При формировании системы уравнений метода конечных элементов 
элементы матрицы и вектор правой части представляют собой интегралы от 
некоторых функций. Непосредственно вычислять эти интегралы достаточно 
сложно либо вообще невозможно. Поэтому для вычисления значения интеграла 
используется квадратурная формула трапеций: 
       
11 1
1 2 3 1 2 3
31 11 1 1 1
1 1 1 1 2 3 1 2 3
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1.2 Обобщенная формулировка для уравнений движения 
 
Краевые условия (8) для уравнений движения перепишем в следующем 
виде: 
на  1 :  0,0, 1  0,  0,  ,xz yz zz extn P P          
на  2 :  0, 1,0  0,  0,  ,xy yz yy extn P P          
на  3 :  1,0,0  0,  0,  ,xy yz xx extn P P         
на  4 :  0,1,0  0,  0,  ,xy yz yy extn P P         
на  5 :  1,0,0  0,  0,  ,xz xy xx extn P P          
на  6 :  0,0,1  0,  0,  .xz yz zz extn P P         
(13) 
Уравнение движения (1) относительно неизвестной функции u  запишем в 
виде 
xx xy xz u
P
F
x y z x
  
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   
. 
Домножим его на произвольную функцию  12g W   и проинтегрируем 
по  : 
 .xx xy xz u
P
gd F gd
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После применения формулы интегрирования по частям к левой части (14) 
получим 
   
3 5
.




x y z x y z
P P gd P P gd




        
           
        




В результате уравнение (14) принимает вид 
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Для компонент тензора напряжений используем формулы (5) и (6), после 
чего перенесем слагаемые, не содержащие неизвестную функцию, в правую 
часть. В итоге получим обобщенную формулировку для уравнения движения 
(1) относительно компоненты u : найти  12 ,u W  такую что 
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(16) 
Аналогичным образом получаем обобщенные формулировки для 
уравнений движения (2) и (3) относительно компонент v  и w  соответственно: 
 найти  12v W  , такую что 
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(17) 
 найти  12w W  , такую что 
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1.3 Дискретизация уравнений движения 
 
Сформулируем задачу (16) на подпространстве ,h  заданном 
соотношением (10). 
Найти h hu   (в (16) заменяем u  на 
hu , а g  на  ) 
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(19) 
Решение (19) имеет вид 
      , , , , .
h
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Здесь и далее для обозначения узлов триангуляции h  наряду с 
покоординатным обозначением вида  , ,i j kx y z  мы будем также использовать 
буквы греческого алфавита. 
Задача (19) эквивалентна системе уравнений относительно неизвестных 
коэффициентов  hu  : 
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Далее нам нужно преобразовать (21), вычислив интегралы с помощью 
квадратурной формулы (12). Мы проделаем это отдельно для каждого 
слагаемого. 




















   (22) 
на ячейке e  с вершинами ,  1,...,8    с использованием квадратурной 
формулы. Получаем набор локальных компонент 
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           
           
1
1 2 1 2 1 2 2 1 3 4 3 4 3 4 4 3
5 6 5 6 5 6 6 5 7 8 7 8 7 8 8 7
4
, , , ,
3 8
, , , .
h
C u u u u u u u u
u u u u u u u u
       
       
        
       
 



















           
           
2
1 4 1 4 2 3 2 3 2 3 3 2 1 4 4 1
5 8 5 8 6 7 6 7 6 7 7 6 5 8 8 5
, , , ,
8
, , , .
h
C v v v v v v v v
v v v v v v v v
       
       
        




















           
           
3
1 5 1 5 2 6 2 6 3 7 3 7 4 8 4 8
1 5 5 1 2 6 6 2 3 7 7 3 4 8 8 4
, , , ,
8
, , , .
h
C w w w w w w w w
w w w w w w w w w
       
      
        
       
 
Левая часть уравнения (21), соответствующего узлу  , ,i j kx y z , принимает 
вид  
     
     
     
1, , , , , , 1, , , , 1, , , , 1, ,
, 1, , , , , , 1, , , , 1, , , , 1,




i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
h
u u u u
v v v v
w w w w
   
   
   
   
   
   

     

      
     
 (23) 
В целях упрощения отладки алгоритмов функции ,  ,  ,  extu v w P  были 














     
     
     
1, , , , , , 1, , , , 1, , , , 1, ,
, 1, , , , , , 1, , , , 1, , , , 1,




i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
h
u u u u
v v v v
w w w w
h
   
   
   
   
   
   

     

      














1.4 Обобщенная формулировка для уравнения энергии 
 
Преобразуем уравнение энергии (4) к новому виду. Для этого, учитывая 
неотрицательность внутренней энергии, введём функцию 
 
2.e    (24) 
Подставим (24) в уравнение энергии (4) и после сокращения на 2  
получим 
 
1 1 1 1 1 1
.
2 2 2 2 2 2
yx z
qq q u v w
F P
x y z x y z     
      
        
      
  (25) 
Используем (7) также в выражениях для теплового потока ,  ,  x y zq q q  из (4) 







































x x x x
  
  
       
             







y y y y
  
  
       
             







z z z z
  
  
       
             
  (28) 
С учетом (26), (27), (28) и формулы (7) для диссипативной функции    





Pr Re Pr Re
1 1
.
Pr Re 2 2 2
x x x y y y
P u v w
F
z z z x y z
       
 
 
   

   
              
                               
           
                         
 (29) 
Замечание. В рассматриваемой задаче внутренняя энергия положительна 
и больше единицы по отношению к её возмущенной величине. Поэтому 
множитель 1   не может вызвать сингулярность   «вблизи нуля» и «гасит» 
возможный рост давления как 2 . Для совершенного газа, как следует из 
формулы Сазерленда, динамический коэффициент вязкости является степенной 
функцией от внутренней энергии, в силу чего аналогичные рассуждения 
справедливы для   . 
Умножим уравнение (29) на произвольную функцию 1
2 ( )g W  , равную 





Pr Re Pr Re
1 1




x x x y y y
gd Fgd gd
z z z
P u v w
g d g W
x y z
       
 
 







              
                                 
      
                   
   
      

















x x y y z z
d Fg d
x y z
P u v w
g d g d g W
x y z
   
  







      
      
      
                              
   
         









1.5 Дискретизация уравнения энергии 
 
Сформулируем задачу (31) на подпространстве ,
h  заданном 
соотношением (10). 














x x y y z z
d F d
x y z
P u v w
d d
x y z
      
  








      
      
      
         
                        
   
        





Решение (32) будем искать в виде 
      , , , , .
h
h hx y z x y z

   

    (33) 
Задача (32) эквивалентна системе уравнений относительно неизвестных 
коэффициентов  h   : 












x x y y
d d
z z x y z
P u v w









     
     







   
   
   
                                    
   
         
   
  
 
   ,  .h  
 (34) 
Далее нам нужно преобразовать (34), вычислив интегралы с помощью 
квадратурной формулы (12). Мы проделаем это отдельно для каждого 
слагаемого. 










       
               
   (35) 
из (34) ,  h    . 
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С учетом (33) первые производные мы можем записать в следующем виде 
      ,  ,  .
h h h
x x y y z z
  
  
     
     
  
     
  
     
    











    


    
 
 




с использованием квадратурной формулы. Получаем набор локальных 
компонент 
         
     
2 2 22 21 3 51 2 4
2 1 2 1 3 4 3 4 6 5
1 2 3 4 5
2 2 26 7 8
6 5 7 8 7 8
6 7 8





   
         
    
  
     
  

     
















    


    
 
 
   
 
  
         
     
2 2 22 22 3 51 2 4
4 1 3 2 3 2 4 1 8 5
1 2 3 4 5
2 2 26 7 8
7 6 7 6 8 5
6 7 8





   
         
    
  
     
  

     















    


    
 
 
   
 
  
         
     
2 2 2 2 23 3 51 2 4
5 1 6 2 7 3 8 4 5 1
1 2 3 4 5
2 2 26 7 8
6 2 7 3 8 4
6 7 8





   
         
    
  
     
  

     


   

 
Выражение (35) для уравнения, соответствующего узлу  , ,i j kx y z , 
принимает вид  
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       
    
2 2 2 2, ,
1, , , , , , 1, , , 1, , , , , , 1,
, ,
2 2




i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k
i j k i j k i j k i j k
h 
       

   
   
 
       
   
 
(36) 
Заметим, что в выражение (36) неизвестные входят нелинейно, что 
существенно усложняет решение задачи. Поэтому мы линеаризуем 
квадратичные слагаемые. Введем обозначение 
         
    
2 2 2 2
1, , , , , , 1, , , 1, , , , , , 1,
2 2
, , 1 , , , , , , 1
i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k i j k i j k i j k
F         
   
   
 
        
   
 
и положим 
      0 0 0, , , ,
, , , ,
,i j k i j k
i j k i j k
F






где   – вектор с компонентами 
, ,i j k ,
0  – начальное приближение. 
Тогда 
         
     
     
0 0 0 0 0
, , , , 1, , 1, ,
, , 1, ,
0 0 0 0
1, , 1, , , 1, , 1,
1, , , 1,
0 0 0 0
, 1, , 1, , , 1 , , 1
, 1, , , 1
i j k i j k i j k i j k
i j k i j k
i j k i j k i j k i j k
i j k i j k
i j k i j k i j k i j k







       
 
     
 





   
 
   
 
 
     
 
 
    
 
 





  0 0, , 1 , , 1
, , 1
.i j k i j k
j k




   
 
0 0 0 0 0 0 0
, , , , , , 1, , 1, , , 1, , 1,
, ,
0 0 0
, , 1 , , 1 , , , ,
2 6
,
i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k
i j k i j k i j k i j k
F
       

   
   
 





     0 0 0 0 01, , 1, , 1, , , , 1, , 1, ,
1, ,
2 ,i j k i j k i j k i j k i j k i j k
i j k
F
      

    


   

 
     0 0 0 0 01, , 1, , 1, , , , 1, , 1, ,
1, ,
2 ,i j k i j k i j k i j k i j k i j k
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В итоге в левую часть добавятся следующие слагаемые, содержащие 
неизвестные: 
 
     
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В правую часть добавляется выражение 
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Слагаемое  , , 00








 остается в правой части без изменений. 
Далее вычислим слагаемое  
 .
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   
   
   
   (37) 






















         
     
2
3 51 2 4
2 1 2 1 3 4 3 4 6 5
1 2 3 4 5
6 7 8
6 5 7 8 7 8
6 7 8
, , , , ,
8 2 2 2 2 2
, , .
2 2 2
P PP P Ph
u u u u u u u u u u
P P P
u u u u u u
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  

    
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
   

 
Тогда вклад первого слагаемого в выражение (37), соответствующее узлу 
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   

 
   
        




Далее вычислим выражение, содержащее диссипативную функцию  , 






  . 
































с использованием квадратурной формулы. Получим набор локальных 
компонент 
 
         
     
2 2 22 2 3 51 2 4
2 1 2 1 3 4 3 4 6 5
1 2 3 4 5
2 2 26 7 8
6 5 7 8 7 8
6 7 8




u u u u u u u u u u
u u u u u u
   




    


   

  (38) 
Тогда вклад этого слагаемого в итоговый вид выражения, содержащего 
диссипативную функцию для уравнения, соответствующего узлу  , ,i j kx y z  , 
имеет вид 





i j k i j k i j k i j k
i j k
h
u u u u


      (39) 
Аналогичным образом вычислим следующие два слагаемых 
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v v v v


      (40) 
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i j k
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Учитывая вид приближенных решений для 
hu  и 

















Отсюда получаем набор локальных компонент 
     
     
   
2 22 31 2
2 1 4 1 2 1 3 2 3 4 3 2
1 2 3
2 2 25 64
3 4 4 1 6 5 8 5 6 5 7 6
4 5 6
2 27 8
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        

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





В итоге для выражения, соответствующему узлу  , ,i j kx y z , имеем 
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x y
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   
 
  
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   

  (42) 
Аналогично вычисляем следующие два слагаемых 
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   
 
  
       
  
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  (43) 
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   
   
   
  не будем приводить 
все подобные выкладки, а сразу выпишем его вклад в уравнение, 
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Объединяя (38)-(45), получим  
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В итоге получаем дискретный аналог уравнения энергии 
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2 Численные эксперименты 
 
Алгоритм решения системы уравнений Навье-Стокса выглядит 
следующим образом. 
1.  Задаем начальные приближения 0 0 0 0, , ,
h h h hu v w  . 
2. Решаем уравнение движения (1) относительно ,
hu полагая
0 0 0,  w ,  
h h h h h hv v w     . В результате получаем приближенное решение 1
hu . 
3. Решаем уравнение движения (2) относительно ,
hv полагая 
1 0 0,  w ,  
h h h h h hu u w     . В результате получаем приближенное решение 1
hv . 
4. Решаем уравнение движения (3) относительно ,
hw  полагая 
1 1 0,  v ,  
h h h h h hu u v     . В результате получаем приближенное решение 1
hw . 
5. Решаем уравнение энергии (4) относительно ,
h полагая 
1 1 1,  v ,  w
h h h h h hu u v w   . В результате получаем приближенное решение 1
h . 
6. Повторяем шаги 2-5 (вместо начальных приближений подставляем 
решения, найденные на предыдущем шаге) до тех пор, пока не получим 
приближенное решение требуемой точности.  
Решение системы уравнений (1)-(4) является большой и сложной задачей, 
поэтому цель данной работы состояла в том, чтобы написать и отладить 
24 
 
программы отдельно каждого уравнения, считая остальные 3 неизвестные 
функции заданными. 
 
2.1 Численное решение уравнений движения 
 
В области  
3




u u u P v w
F
x x y y z z x x y z
v w
y x z x
   
 
                
              
                
      
    
      
 (46) 
с граничными условиями (8). 
В такой формулировке задача (46) имеет бесконечное множество 
решений, поэтому дополнительно зафиксируем решение в одной точке на 
границе области: 
 0,1,1 1 2.u   
Теперь ей соответствует точное решение 
 , , 0.5,u x y z x   
при 
 , , 0.5,v x y z y   





P u v w u v u w
F
x x x y z y y x z z x
  
                   
                                   
 
где u  ‒ точное решение. 
На области   была построена триангуляция, описанная в разделе 1.2 для 
N = 2, 4, 8. В результате норма погрешности приближенных решений в 
2L  
составила 80 4.3 10 ,e
   71 2.2 10e
   и 72 2 10e
   соответственно. 




2.2 Численное решение уравнения энергии 
 
В области  
3
0,1  с границей   рассмотрим следующую задачу: 
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Pr Re Pr Re
1
,
Pr Re 2 2
e
x x x y y y
P u v w
F
z z z x y z
       
 
 
   

  
              
                               
           
                         
 
где   21 ,
w
M e     1.4,    1 ,P e    2 ,e   






u v w v u w v
x y z x y y z
u w u v w
z x x y z
                
                               
      
                
. 
На границе   будет выполняется условие Дирихле: 
   0, , , , ,e x y z e x y z  при  , , ,x y z   где 0e  — заданная функция. 
Данной задаче соответствует точное решение: 
1x y z     , 
для 
 , , 0.5,u x y z x   
 , , 0.5,v x y z y   
 , , 0.5,w x y z z   
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Pr Re Pr Re
1
,
Pr Re 2 2
eF
x x x y y y
P u v w
z z z x y z
       
 
 
   

  
              
                                
           
                        
 
где   – точное решение. 
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Так как в дискретный аналог уравнения энергии неизвестная функция   
входит нелинейно, то применялись итерации по нелинейности. После каждой 
итерации пересчитывались все функции, зависящие от  . В отличие от 
уравнения движения, уравнение энергии оказалось более чувствительным к 
размеру шага. Поэтому сходимости удалось достичь при разбиении на ячейки, 
размер которых равен 0.05. В результате погрешность приближенного решения 
составила 






В данной работе описывается численное решение каждого уравнения в 
трехмерной стационарной задаче Навье-Стокса с использованием метода 
конечных элементов. В ходе работы были решены следующие задачи. 
1. Получен вывод обобщенной формулировки для уравнений 
движения и уравнения энергии. 
2. Построена дискретизация уравнений движения и уравнения 
энергии с использованием кусочно-трилинейных базисных функций. 
3. Для каждой системы алгебраических уравнений с использованием 
метода простой итерации и дополнительных итераций по нелинейности в 
случае уравнений энергии получено приближенное решение. 
Таким образом, в работе были протестированы алгоритмы решения 
уравнений движения и уравнения энергии для дальнейшего решения всей 
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